Розв’язання
ІІ етапу Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики
2016-2017 н.р.
                                                       11 клас
1. На столі лежить 2017 монет. Двоє грають в наступну гру: беруть монети по черзі, за один хід перший може взяти зі столу довільну непарну кількість монет від  1 до 99, другий – довільну парну кількість монет від 2 до 100 і т.д. Програє той, хто не зможе зробити хід. Хто виграє при правильній грі?
Розв’язання. Опишемо стратегію першого гравця. За перший хід він має взяти зі столу 97 монет. Кожним наступним ходом, якщо другий бере х монет, то перший має взяти (101–х) монет. Він завжди може це зробити, бо якщо х – парне число від 2 до 100, то (101–х) – непарне число від 1 до 99. Оскільки 2017=101*19+97+1, то через 19 таких відповідних ходів, після ходу першого гравця, на столі залишиться 1 монета і другий гравець не зможе зробити хід згідно правил гри.
Відповідь: виграє перший. 


[image: ]2. Побудувати графік функції .
Розв’язання



На проміжку  побудуємо графік суми двох функцій, тобто побудуємо графіки допоміжних функцій  і знайдемо суму ординат цих функцій у кожній точці. Оскільки дана функція парна, відобразимо симетрично відносно осі Оу графік, який ми дістали для .

3. Доведіть, що рівняння х2017=у(у+х)(у+2х)(у+3х)…(у+2016х) у цілих числах     х, у має єдиний розв’язок.

Розв’язання


Зауважимо, що рівняння має розв’язок х= у=0. При у0 поділимо рівняння на у2017. Тоді отримаємо рівняння z2017-(1+z)(1+2z)(1+3z)…(1+2016z)=0, .
У цьому рівнянні старший коефіцієнт 1, а вільний коефіцієнт дорівнює -1. Раціональними коренями цього рівняння можуть бути лише числа 1 і -1. Легко перевірити, що вони не є коренями рівняння.


4.   Для додатних чисел  доведіть нерівність:

Розв’язання. Застосуємо двічі нерівність між середнім арифметичним та середнім геометричним:

.
5. Точка М – середина хорди АВ. Хорда СD перетинає АВ у точці М. На відрізку СD як на діаметрі побудовано півколо. Точка Е лежить на цьому півколі, МЕ – перпендикуляр до СD. Знайдіть кут АЕВ.

[image: ]Розв’язання



 СЕD=90º (вписаний в коло та спирається на його діаметр). Із прямокутного трикутника СЕD:ЕМ2=СМ·МD. За властивістю відрізків хорд СМ·МD=АМ·МВ=АМ2. Отже, ЕМ=АМ=МВ, тобто в трикутнику АЕВ медіана ЕМ=АВ .Отже, АЕВ=90º.

Відповідь: АЕВ=90º
Розв’язання не залежить від того, в яку півплощину проведене дане півколо, тому розглядати 2 випадки немає необхідності


























Розв’язання
ІІ етапу Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики
2016-2017 н.р.
                                       10 клас

1. Розв’язати рівняння 
Вказівка: розкласти на множники, один з яких дорівнює (х-1) .

2. Функція f(x) задана як сума нескінченної геометричної прогресії: 


, де  Знайти значення f (2017).
Розв’язання


 .
                f (2016)=1+|2016|=2017.



3.  Довести нерівність , якщо  більші від 0.
Доведення.  Помножимо дану нерівність на 2, перенесемо всі доданки в одну частину та проведемо групування.


Кожний вираз у дужках невід’ємний, оскільки сума взаємно обернених додатних чисел не менша від 2.

4. На нараду в міністерство для обговорення питань олімпіад запросили 30 Заслужених вчителів України з математики, фізики, хімії та біології. Серед запрошених фізиків та біологів разом виявилось удвічі менше ніж математиків, а фізиків та хіміків разом удвічі більше ніж біологів. Скільки на зустріч запросили математиків, якщо вчителів з кожного предмету була різна кількість?

Розв’язання. 

Позначимо кількість вчителів математиків, фізиків, хіміків та біологів через  відповідно. Тоді маємо такі умови: 









З другого та третього рівняння маємо:  та . Якщо це підставити у перше рівняння, то матимемо, що . Оскільки  – цілі невід’ємні числа, то зрозуміло, що  повинно бути парним числом від  до . Залишилося розглянути ці варіанти.
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            .

З умов задачі, очевидно, що шуканим є варіант, де .

5.  В трапецію з основами 3 см і 5 см можна вписати коло і навколо неї можна описати коло. Обчисліть площу п’ятикутника, утвореного радіусами вписаного у трапецію кола, перпендикулярними до бічних сторін, відповідними відрізками цих сторін і меншою основою.


Вказівка:  Оскільки у трапецію ABCD  можна вписати коло  , то BC+AD=AB+CD =8 см. Якщо навколо трапеції ABCD можна описати  коло, то трапеція ABCD-рівнобічна. AB=CD =8:2=4 см.




[image: ]Проведемо висоти BH і CK, тоді HK AH=KD= =1 см. З ABH ; 

Тоді  радіус вписаного кола  .



Проведемо висоту ML , OM=OL=r, О-центр вписаного кола.  Розглянемо п’ятикутник  OPBCQ, площу якого треба  знайти. (за двома катетами).



Розв’язання
ІІ етапу Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики
2016-2017 н.р
9клас

1. З’ясуйте, простим чи складеним є число ? Відповідь обґрунтуйте. 
           Розв’язання


=1+(2016)=(1+2016672)(1-2016672+(2016672)2) – вираз подали у вигляді добутку двох чисел, число є складеним.


[image: ]2. Побудуйте графік рівняння 
 ОДЗ: змінна х не може дорівнювати -1, 0, 1

Якщо х>0, то . 

Якщо х<0, то 





  3. Довести, що , якщо   .







Використовуючи нерівність Коші, маємо:  отримаємо: ,  ,  ,  ,   
4. Кільцевим маршрутом їздять два автобуси з інтервалом 25 хвилин. Визначте, скільки додаткових автобусів необхідно вивести на маршрут, щоб скоротити інтервал руху на 60%.
   Розв’язання. Увесь маршрут автобус проїжджає за 50 хв. Якщо зменшити інтервал руху на 60%, то інтервал між двома автобусами становитиме 10 хвилин. Отже, необхідно ще 3 автобуси
5. В опуклому чотирикутнику ABCD кути BAC і ADC рівні. CK – бісектриса трикутника ACD. Доведіть, що коли KD=AB, то пряма AC ділить відрізок KB пополам.
Розв’язання
     Розглянемо випадок, коли кути BAC і ADC гострі (див. мал.). Нехай T – точка перетину прямої AC і відрізка BK. Проведемо перпендикуляри KM і KN до прямих CA і CD відповідно. Так як CK – бісектриса трикутника, то KM = KN. 
Проведемо також перпендикуляр BL до прямої AC. Тоді прямокутні трикутники ABL і DKN рівні по гіпотенузі і гострому куту. Отже, BL = KN = KM. Тому прямокутні трикутники BLT і KMT рівні за катетом і гострим куту, звідки слідує, що BT = KT, що й потрібно було довести. Випадки, коли кути BAC і ADC прямі або тупі, розглядаються аналогічно.
[image: ris14]



























                                                          







Розв’язання
ІІ етапу Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики
                                             2016-2017 н.р
                                                           8клас

1.  Чи є число    точним квадратом?
Розв’язання:



 Нехай , тоді . 




   .
Відповідь: так


2. Ненульові числа  задовольняють умови:.

Чому може дорівнювати значення виразу ?




Розв’язання. З умови задачі маємо, що . Оскільки , то . Враховуючі, що , маємо, що

.

Відповідь: . 

3. Побудувати графік функції  .
     Розв’язання:

Якщо  0, то у = -х+1,
Якщо  х  0, то  у = х-1.  Зауважимо, що  х  0.
4. Автобус рухався до міста Рівного зі швидкістю 60 км/год. Дорогою його обігнав автомобіль, який рухався зі швидкістю 80 км/год. Автомобіль прибув у Рівне і через 15 хвилин рушив у зворотному напрямку, й на відстані 10 км від міста Рівного знову зустрів автобус. З’ясуйте, на якій відстані від Рівного було місце першої зустрічі?

Розв’язання:

 (
С
В
А (
Р
івне
)
)
Нехай С – місце першої зустрічі, а В – другої, тоді АВ=10 км .




Позначимо ВС= s км. Від першої до другої зустрічі, тобто відстань ВС автобус проїхав за год, а автомобіль проїхав цю відстань ВС за год., та ще  год. (з В в А). Далі  год. (з А в В) і ще 15 хв. (стоянка).


Разом  год. Маємо рівняння . Звідки s=120 км.
Отже, СА=120+10=130 км. 
Відповідь: 130 км.









5. Всередині рівностороннього трикутника  взято довільну  точку О і сполучено її з точками А, В та С. Відрізок  є стороною рівностороннього трикутника , причому точки А і  знаходяться по різні сторони від прямої . Сполучено також точки С і . Довести, що  .













Розв’язання. Нехай . Трикутник  та  - рівносторонні, тоді    зазначимо, що  як сторони рівностороннього трикутника ;  як сторони рівностороннього трикутника   і також . Отже, за першою ознакою рівності трикутників , звідки .



























                                             Розв’язання
ІІ етапу Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики
                                             2016-2017 н.р
                                                    7 клас
1. 

Обчисліть значення виразу , якщо .
Розв’язання :



З рівняння х+2016 = маємо, що , тоді .  Відповідь: .

2. Який із дробів більший : 

Розв’язання :

, 

Оскільки  то 
  


 ,

3.  До деякого двоцифрового числа ліворуч і праворуч дописали цифру 1. 
У результаті отримали число, яке в 21 раз більше за дане. Знайдіть дане двоцифрове число.

Розв’язання :

Нехай  – дане число. За умовою маємо 






Оскільки число 110а закінчується 0, то число 11b  повинно закінчуватися 1,   отже b=1, а=9.
Відповідь: 91

4. Магазин придбав олівці у коробках у виробника за певну ціну. Тепер він їх продає або по 10 гривень за одну коробку, або по 20 гривень за 3 коробки. Виявилось, що прибуток при продажі однієї коробки олівців та при продажі трьох коробок олівців – однаковий. За якою ціною магазин придбав олівці у виробника?







Розв’язання. Нехай ціна за 1 коробку у виробника дорівнює грн.. Тоді прибуток від продажу однієї коробки за  гривень дорівнює () грн.. При продажі трьох коробок за  гривень їх прибуток складає ()грн.. Тому маємо рівність: , звідки 

Відповідь:  гривень за коробку.

5. Розташуйте на площині 6 прямих і відмітьте на них 7 точок так, щоб на кожній прямій було відмічено по 3 точки.

Розв’язання. Одним з варіантів відповіді є 6 прямих, що містять 4 сторони довільного чотирикутника (протилежні сторони якого не паралельні) і 2 його діагоналі, на яких відзначені всі 7 точок їх перетину



























                                                       







Розв’язання
ІІ етапу Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики
2016-2017 н.р
6 клас
1. Сашко ходить до басейну один раз на 3 дні, Юрко – раз на 4 дні, Петрик – раз на 5 днів. Вони зустрілися в басейні у вівторок. У який день тижня вони зустрінуться наступного разу?
 Розв’язання: НСК(3,4,5)=60.  60 при ділені на 7 дає остачу 4. Отже цей день  суббота
2. Розставити знаки «+» або «–» (усього не більше 4-х знаків) між цифрами 987654321 таким чином, щоб цей вираз дорівнював 100.
 Відповідь: 98-76+54+3+21.
  3. Обчислити суму десяти доданків:

.
Розв’язання:
 Замінимо кожен із доданків даної суми рівною йому різницею:





Відповідь: .

4. Пройшовши  довжини моста, Андрійко помітив автомобіль, що рухався з швидкістю 60 км/год. Якщо Андрійко побіжить назад, то зустрінеться з автомобілем на початку моста; якщо ж вперед – автомобіль наздожене його в кінці моста. З якою швидкістю бігає хлопчик? Відповідь обґрунтуйте.

Розв’язання:


Андрійко пробігає  моста за час, протягом якого автомобіль проїжджає міст. Тоді його швидкість  км/год.
Відповідь: 15 км/год.


5. Розріжте даний шестикутник на чотири однакові фігури. Різати можна тільки по лініям сітки.
[image: prb5664-01] 
.
· Розв’язок. Одне з можливих рішень показано на рисунку.
[image: ]
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